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6. Übung zur Numerik partieller Differentialgleichungen I

Hinweis: Schreiben Sie bitte jede Aufgabe auf ein neues Blatt und auf jedes Blatt Ihren

Namen. Auf die erste Seite Ihrer Übung schreiben Sie bitte jeweils Ihren Namen, Ihre Ma-
trikelnummer und Ihre Übungsgruppe.

Aufgabe 1: (8 Punkte)
Zeigen Sie, dass die klassische Lösung des Dirichlet-Problems

∆u = 0 in Ω

u = g auf ∂Ω

mit u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) nicht immer in H1(Ω) liegt.

Betrachten Sie dazu die Funktion

◦

u(r, φ) =

∞∑
n=1

rn!
sin(n!φ)

n2

auf der Einheitskreisscheibe Ω := K1(0), wobei (r, φ) die entsprechenden Polarkoordinaten
sind. Wählen Sie eine passende Randwertfunktion g ∈ C(∂Ω).

Hinweis: Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten hat die Form

◦

∆r,ϕ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
.

Sie können außerdem die L2(0, 2π)-Orthogonalitäten

∫
2π

0

sin(nϕ) sin(mϕ) = 0

∫
2π

0

cos(nϕ) cos(mϕ) = 0

für m, n ∈ N, m 6= n ohne Beweis benutzen.

Aufgabe 2: (7 Punkte)
Sei Ω ⊂ R

d ein Lipschitzgebiet. Sei u ∈ H1(Ω) gegeben. Finden Sie ein v ∈ H1(Ω) mit den
gleichen Randwerten und minimaler H1(Ω)-Seminorm.
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Aufgabe 3: (7 Punkte)
Sei Ω ⊂ R

d ein Lipschitzgebiet. Leiten Sie für die klassische Randwertaufgabe

−∆u = f in Ω

∂u

∂ν
= g auf ∂Ω

mit der zusätzlichen Bedingung ∫
Ω

udx = 0

eine Variationsformulierung her und zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Lemmas von
Lax-Milgram erfüllt sind.

Aufgabe 4: (9 Punkte)
Es sei S1,t = {(r, φ) ∈ R

2 : r ∈ (0, 1), φ ∈ (0, π/t) mit t > 1/2}. Zeigen Sie, dass die Funktion
u = rt sin(tφ) in H1(S1,t) liegt.

Abgabedatum: 2. Juni 2016 bis 12:00 Uhr. Im entsprechenden Kasten in Raum

3.01 des Mathematischen Instituts.
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